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generically allowing us to study the impact of the appearance of their locus of degeneracy and 
furthermore the behavior of the gradient vector fields defined everywhere on M. In particular, 
we describe the properties of the ideal of smooth functions that vanish on this locus and 
hence we are able to specify and construct the extensions of the gradient vector fields on the 
locus of degeneracy as well as on the ambient pseudoriemannian hilbert manifold (W, Q). 
The morphism of quadratic duality between vector fields and Pfaffian forms, defines on the 
tangent bundle TM a singular symplectic structure by pull-back of the canonical symplectic 
structure of the cotangent bundle T* M. The locus of degeneracy of this structure is stratified 
in Banach submanifolds and its projection gives exactly the locus of degeneracy of the 
singular pseudo-Riemannian structure on M. We study the obstructions and the influence of 
its appearance on the comportement of the geodesic spray associated to the induced quadratic 
form on M. Finally, we signify certain consequences concerning the associated singular 
connections and also certain applications related to these structures. This article continues 
the study of the Fredholm Symplectic Structures that appeared in the “Bulletin des Sciences 
Math&zutiques”, cf. [An, Pe, Pn]. 0 Elsevier, Paris 
Introduction 
Une section quadratique fredhohnienne sur une variCt6 hilbertienne 
separable A4 est une section differentiable du fibrk banachique 6(M) des 
formes bilinkaires symtkiques dont l’opkrateur associk est fredholmien; 
une telle section dCfinit une structure pseudo-riemannienne singuli2re 
sur M. Ces structures apparaissent naturellement par induction sur les 
sous-variCtCs de codimension finie dans une vari&C hilbertienne pseudo- 
riemannienne (IV, Q). 
Dans cet article, les germes de structures hilbertiennes pseudo- 
riemanniennes singuli&res sont classifiks gCnCriquement et nous Ctudions 
l’impact de l’apparition de leur lieu de dCg6nCrescence et le comportement 
des champs gradients qui peuvent &re dkfinis partout sur A!. En particulier, 
nous dtcrivons les propri&Cs de 1’idCal des fonctions diffkrentiables qui 
sont nulles sur ce lieu afin de construire les extensions des champs 
gradients sur le lieu de d6gCnCrescence et sur la variCtC hilbertienne 
pseudo-riemannienne ambiante (IV, Q). 
Le morphisme de dualite’ quadratique entre champs et formes sur M, 
dkfinit sur le fibr6 tangent TM une structure symplectique singulikre 
contre-image de la structure symplectique canonique du fibrk cotangent 
T*M. Le lieu de dCg&kescence de cette structure est strati% en des 
sous-variCtCs banachiques et sa projection donne exactement le lieu de 
dkg&5rescence de la structure pseudo-riemannienne singulike de M. 
Nous Ctudions les obstructions et l’influence de son apparition sur le 
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comportement de la gerbe gk~.&3ique associee 51 la forme quadratique 
induite sur M. Enfin, nous signalons quelques consequences concernant 
les connexions singulieres qui lui sont associkes, ainsi que certaines 
applications relatives a ces structures. 
Cet article constitue la suite de l’etude sur les Structures Symplectiques 
Fredholmiennes parue dans le Bulletin des Sciences Mathkmatiques, cf. 
[An, Pe, Pn]. 
1. Espace des sections quadratiques fredholmiennes 
1.1. Soit ,k un espace hilbertien reel &parable, L(E) l’espace de 
Banach des operateurs linkires continus sur E et S(E) le sous-espace 
des operateurs symttriques sur E. Le produit scalaire sur E, Ctablit une 
correspondance biunivoque entre les elements q de S(E) et les formes 
bilineaires symetriques q sur E, definie par q(zr, y) = (qx, y) ob x, y E E. 
On designe par S(E) l’espace de Banach des formes bilineaires symetriques 
sur E muni de la topologie de la norme et on identifie ses elements a leurs 
formes quadratiques associees sur E. Si q E S(E), on note : 
Kerq = {x E E/Vy E E, q(x, y) = 0) 
son noyau, qui est un espace vectoriel ferme de dimension finie ou 
infinie et coincide avec le noyau de son operateur. L’espace E muni 
d’une forme quadratique q s’appelle espace hilbertien quadratique (E, q) 
et se decompose en somme directe de trois sous-espaces orthogonaux : 
E4f $ E; $ Ei, tels que q soit strictement positive sur Et, strictement 
negative sur Es et nulle sur Ei = Kerq, cf. [Hes]. Notons 
S 7,+,Tr-.s(E) = {q E S(E)/dimEt = n+, dimEi = n-, dimEi = s} 
avec n+, n-, s finis ou infinis. Le groupe de Lie banachique GL(E) des 
automorphismes de E opere sur S(E) par l’action usuelle g* q (2, y) = 
q(gz,gy) ou g E GL(E), q E S(E), z, y E E. Lorsque E est de 
dimension finie, chaque STL+.,-,s(E) est une orbite de cette action dans 
S(E). En dimension infinie, nous montrons que ce resultat est vrai sur 
l’espace des formes quadratiques dont les operateurs sont d’image fermee 
sur E : 
Sf(E) = {q E S(E)/Imq = Imq}. 
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LEMME 1. - L’action du groupe GL(E) sur l’espace S(E) est transitive 
sur chaque 
c 11+,11-,s(E) = {cl E S’(E)/dimEz = n+, dimE; = n+, dimEi = 3). 
Preuve. - L’hypothbse q E Sf (E) entrame la decomposition de E en 
somme directe des sous-espaces invariants et orthogonaux Kerq = E: et 
Imq = Et $ Es oti q designe l’operateur de q et la forme quadratique 
qlE+BET eSt fortement non dCgCnCree. Si q E Cl,+,,JE), alOrS elk 
est ’ fortement non degeneree sur E et il existe g E GL(E) tel que 
g*q = in oh in est la for-me quadratique dont I’operateur est l’identite 
sur E d’ou la transitivite sur Cn+TO,O(Ej. De meme, si q E C,+,,,-,,(E), 
en appliqUaIIt SUCCCSSiVemCnt ce r&Ultat a qlE; et q13;, on en deduit 
l’existence de g E GL(E) tel que g*q = i,[E: - i,,,; d’ou la transitivite 
sur C n+.n-,o(E). Si q, q’ E C,L+,,t-..s(E), on construit, comme dans [An, 
Pe, Pn], un automorphisme cp entre Kerq et Kerq’ et un automorphisme 
$ entre Imq et Imq’ et en posant g = (cp, $) on prouve la transitivite sur 
c n+.n-.s(E). 0 
L’ensemble Sf(E) est ouvert dans l’espace S(E) et, d’apres le lemme 1, 
il admet une stratification denombrable localement triviale en sous-vat-i&es 
banachiques : 
C,(E) = {q E Sf(E)/dimGrq = s}, s E N, 
et C,(E) = St(E) - Usc~Cs(E). 
Chaque strate C,(E) est connexe par arcs de codimension s(s + 1)/2 et 
son adherence vCrifie la condition des frontieres : 
G(E) = u Q(E) u Go(E), 
8 ’ > s - 
la strate C,(E) &ant de codimension infinie dans Sf (E). L’espace 
strati@ 
(%E) = UsEN WE), 
est ouvert dans Sf (E) et ses elements sont associes aux operateurs 
symetriques fredholmiens sur E. Nous l’appelons espace des formes 
quadratiques fredholmiennes sur E. 
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1.2. Soit &I une w-i&C hilbertienne connexe paracompacte modelee 
sur l’espace hilbertien E et notons (?3(It4) le fibre banachique des formes 
quadratiques fredholmiennes sur M, de fibre type B(E) et de groupe 
structural GL(E). L’action du groupe structural definit, a partir de la 
stratification de chaque fibre, une stratification denombrable localement 
triviale du fibre 6(M) dont chaque strate : 
WM) = {(xc, +4)/x E M, 44 E L(E)), s E N, 
est une sous-variCtC connexe par arcs de codimension s(s + 1)/2 dans 
G(M) et son adherence verifie la condition des front&es. Chaque strate 
admet une decomposition 
G(M) = u ‘&+.n-,s(M) 
J/+,XcNU{m} 
Oii 
Les sections differentiables du fib& 6(M) constituent un module sur 
l’anneau des fonctions differentiables sur M. Nous l’appelons module des 
sections quadrutiques fredholmiennes sur M et nous le munissons de la 
Cl-topologie fine, cf. [An, Pe, Pn]. L’espace topologique ainsi defini est 
un espace de Baire. 
THGORBME 2. - L’ensemble des sections quadratiques fredholmiennes qui 
sont transverses & un nombre fini de strates du jbre’ 6 (M) est ouvert dense 
duns l’espace des sections de 6(M). 
Preuve. - Les applications differentiables entre deux vari&Cs bana- 
chiques B et B’ transverses a une sous-w-i&C don&e de B’ forment un 
ouvert dans l’espace des applications differentiables de B vers B’ pour la 
Cl-topologie fine, cf. [Be]. On en deduit facilement que les sections qui 
rencontrent transversalement un nombre fini de strates de B(M) forment 
un ouvert dans l’espace des sections de G(M). En ce qui conceme la 
densid, on considbre une section q transverse a la stratification de 6(M) 
et on se place sur une carte locale connexe U cent&e en un point a E M 
tel que q(u) E C,(M). Si s : U --+ 6(U) est une section transverse 
a une strate .Q.( U) sur un ferrne K de U, en suivant la technique de 
demonstration du lemme 4 de [Mou], on montre que, &ant donnee une 
fohction continue strictement positive E : U --+ Rf et le voisinage V,(s) 
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associe, il existe une section 5k : U 3 6 (U) transverse a C,(U) telle 
que 51~ E V,-(s) pour z E U et sk = s sur K. Pour un entier donne 
c strictement inferieur a s, supposons maintenant la section 5 transverse 
a chaque strate de Uc<;<s Ci( U). La trivialite locale et la propriete de 
front&e assurent l’exist&e d’un voisinage de l’image inverse par B de 
UC.<ilsC;(U) sur lequel 5 est transverse a C,(U). A l’aide de ce resultat, 
on construit une section 5c : U + G(U) telle que SC E UE(5) pour 2 E U 
et 5, = 5 sur une partie donnee ferrnee de U contenant Sml(Up<;<.yCj (U)). 
Par recurrence sur c E N, on construit a partir de la section q une section 
q’ transverse a S(M) telle que q’ E VE( q) pour 5 E U et q’ = q sur 
un voisinage ferme de n. La preuve s’acheve par induction a partir d’un 
recouvrement localement fini et denombrable {U;, i > 1) de M selon un 
pro&de classique, cf. [Ee, Al]. 0 
2. Structures pseudo-riemanniennes fredholmiennes 
2.1. Nous appelons structure pseudo-riemannienne fredholmienne sur 
une variCtC hilbertienne M la structure qui est definie par la donnee d’une 
section quadratique fredholmienne q du fibre 6 (M). Dans le cas particulier 
ou la section q rencontre uniquement la strate Co(M) de e(M), alors il 
s’agit d’une structure pseudo-riemannienne classique sur M. Lorsque la 
section q est transverse a la stratification de 6(M), alors la variete M 
recoit par contre-image une stratification denombrable localement triviale 
en sous-variCtCs banachiques 
C,(q) = {X E M/dimK;er,rq = s}, s E N, 
connexes par arcs de codimension s(s + 1)/2 dans M et I’adherence de 
chaque strate verifie la condition des frontibres. Le lieu de dbgknne’rescence 
WI) = u wl>> 
.A>0 
lorsqu’il n’est pas vide, est une hypersurface singulibre stratifiee dont la 
partie lisse est constituee par la strate Cr( q) qui est ouverte dense dans 
W). 
Les germes de structures pseudo-riemanniennes fredholmiennes definies 
par les sections transverses a la stratification du fibre B(M) sont classifies 
a l’aide de la structure pseudo-riemannienne fredholmienne canonique 
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construite sur l’espace hilbertien E de la faGon suivante. l&ant don&e 
s E N, on considere un entier n tel que n 2 s(s + 1)/2 et posons 
E = El x Ez x R” ou El et E2 sont des espaces hilbertiens &parables 
tels que dimEI = n+ - p et dimE2 = n+ - 4 avec n+, n- E N U {ca} 
et p + Q + s = n. On se place sur une carte locale U de E telle que 
U = Ul x U2 x U3 O~II UI, resp. U2, est un ouvert de El, resp. de E2, 
et Us un ouvert de R” contenant son origine et notons K;, i = 1,2,3 
les projections canoniques de E sur les facteurs correspondants. Nous 
considerons la forme quadratique 
cl? Tl+.,I--.s(x) = q+(z) + 7r;u-(5) + 7rjQ0(x) 
ou Qf est une forme quadratique strictement positive sur Ul, Q- une 
forme quadratique strictement negative sur U2 et 0’ une forme quadratique 
definie a I’aide d’un systeme de coordonnees z = (XI! . . ., zL,) sur U3 
centre a l’origine de R” par 
QO(x) = q.y(x> + L(x) 
Oti 
q&/(x) = WI + . . . + w; - w;+l - . . . - w;+y 
et S,,(z) = c xr(i.j)WiWj 
l)+y<i<j<rl 
avec {WI,..., w, } base de l’espace dual de R” et T injection arbitraire 
de {(i,j) E N2; p + Q < i 5 j 5 n} dans (1, . . ..n}. I1 est clair que 
iz I,+.,?J(O) E L+,n-.s (E) et l’injectivite de T assure sa transversalite a 
la strate C,\ (E) de 6 (E). La classification est assuree par le lemme suivant 
dont la demonstration est similaire a celle du lemme 4 de [An, Pe, Pn]. 
La liste des representants canoniques est donnee par les Q,r+,n-.s, s E N 
et on arrive ainsi a la description des propriCk% locales des structures 
pseudo-riemanniennes fredholmiennes associees aux sections transverses a 
la stratification de G(M) 
LEMME 3. - Si 4 est un germe de section quadratique fredholmienne en un 
point a E M transverse h la StratiJication dufibre’ 6(M) et dimKer, q = s, 
alors il existe une application diffe’rentiable G : (M, a) -+ GL(E) et un 
diff~omorphisme local cp : (M, a) --i (E, 0) avec cp(a) = 0, tel que pour 
tout x au voisinage de a, on a : 
“G(+l(x)G(x) = a,?+.,,-..&(~>). 
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TH~OR~ME 4. - Si (M, q) est une structure pseudo-riemannienne 
fredholmienne associee a une section transverse a la stratification du jbre’ 
6(M), alors : 
lo En chaque point de M, il existe un diffeomorphisme local qui 
envoie strate par strate la stratijication de (M, q) en celle de la structure 
pseudo-riemannienne fredholmienne canonique sur l’espace hilbertien E. 
2’ Le lieu de degenne’rescence C(q) est dejini localement sur une carte 
appropriee U de M par l’equation Q o n(x) = 0 03 IT : U - R” est une 
submersion et a: un polynbme homogene quadratique-affine sur R”. 
3’ L’ideal engendre’ par QI o T est eggal a 1 ‘ideal des fonctions 
identiquement nulles sur C( qU) da ns 1 ‘anneau des fonctions differentiables 
sur U. 
Preuve. - La section q &ant transverse a la stratification de 6(M), le 
diffeomorphisme cp donne par le lemme 3 assure la premiere affirmation. 
Ce diffeomorphisme envoie localement strate par strate la stratification de 
C(q) en la stratification de E definie par la forme canonique I&+.,,-.,,. 
Un calcul direct conduit alors a la deuxieme affirmation du theoreme et a la 
determination explicite des equations locales de C(q). Apres projection sur 
R”, on obtient un polynome quadratique-affine, c’est-a-dire un polynome 
a E R[zl, . ..> xV1] sans facteurs multiples dont chaque terme, obtenu en 
fixant toutes les variables sauf une, s’ecrit : 
Ai(xI, . . . ,Zj,. . . ,zn)~,!+B;(zl;. . . .z?::. . ) z,&+C;(Z~;. . . >Zj,. . . ,z,l) 
ou 2?i designe la variable exclue et A;, Bi, C; E R[xl, . . . , Z;+ . . . ! z,,], 
1; = l,... , n, et certains Ai s’annulent identiquement. D’apres [Pn, Pe], on 
sait que toute fonction differentiable nulle sur les zeros d’un tel polynome 
appartient a I’ideal engendre par ce polyn6me dans l’anneau des fonctions 
differentiables sur R’” . A I’aide du theoreme de division differentiable 
en dimension infinie de J. Mather, cf. [Mat], on peut alors prouver que 
l’annulation d’une fonction differentiable f : U -+ R sur (o o r)-‘(O) 
implique sa divisibilite par o o T dans l’anneau des fonctions differentiables 
sur U, la reciproque &ant Cvidente. Dans ce but, on considere une 
decompostion locale de U = U’ x V ou U’ est un ouvert d’un espace 
hilbertien E’ et V un ouvert de R” et on se ram&e a l’origine de R” muni 
d’un systeme de coordonnees {XI, . . . , .zl, } tel que I’hypersurface definie par 
z1 = 0 ne rencontre pas (o o ~)-l (0). Apres le changement de variables : 
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I = ~1 et C = ((2 , . . . . &) oti & = 2; + &it, ei > 0, i = 2,. . . , n et la 
decomposition locale U’ x V = U’ x (V’ x V”) oh V’ est un ouvert de 
R”-* et V” un ouvert de R, on a 
Q 4Y, <, E) = f% 52 - E2lr. . . ,& - &,I) oti (y,(J) E u’ x v’ x v”. 
qui s’ordonne en puissances decroissantes de < : 
cc” + ck-*(<)p + . . . + co(C). 
Si f E C” (U’ x V’ x V”, R), on applique le theoreme de division 
differentiable en dimension infinie de Mather et on obtient g E C” 
(U’ x V’ x V”,R) et TO,..., ~-1 E Cm(U’ x V’,R), tels que 
f(Y> c, r> = a 0 4Y/, c, 1)S(Y, c, r> + WY> 5,0, 
Oii 
k-l 
NY, c, I) = c Q(Y, CKi. 
i=o 
Si f est nulle sur (c~ 0 r)-l(O), alors on constate que R Pest aussi sur 
U’ x {z E V/cw(z) = O}. l&ant don& une base hilbertienne {e;}iEJl: de 
E’, notons Ep l’espace engendre par {er , . . . , ep) et R”. La restriction 
I$, de R a U fl E,, est nulle sur chaque (cz o r)-r (0) n Ep et done sur 
(a o a)-‘(O) tl (UpE~Ep) qui est dense dans (a o r)-‘(O). Le lemme 
de division pour les polyn6mes quadratiques-affines de [Pn, Pl] assure 
l’existence de X, E C”“(U n Ep) tel que 
&(Y,C,E) = MY,C>J)QO~Y,LI), P E N. 
pour tout (y, <, <) E (U’ x V’ x V”) tl Ep. Le polynome &,(y, [, 0, de 
degre k - 1 par rapport a <, &ant divisible par un polynbme de degre k, 
on a X, = 0. Alors, le reste R est nul sur (U’ x V’ x V”) n ( UpE~ Ep) et 
par densite sur U, d’ou le resultat. 0 
2.2. La dual&! quadratique 33, : TM -+ T” M entre formes et champs 
gradients definie par 
q(xb, a) = W, 
comme en dimension finie cf. [Pn, Pl], ne subsiste qu’en dehors du 
lieu de degenerescence C(q) de la structure pseudo-riemannienne (M, q) 
et le champ gradient associe 11. une forme differentielle ou une fonction 
differentiable ne se prolonge pas toujours partout sur M. 
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TH~OR~ME 5. - Si (M, q) est une structure pseudo-riemannienne 
fredholmienne telle que q soit transverse Li la stratijcation du$bre’ G(M), 
alors les formes difSe’rentielles qui possbdent WI champ gradient d&ini 
partout sur M sont celles qui annulent le noyau de cette structure en 
chaque point de sa premitre strate singulidre. 
Preuve. - Sur une carte locale U centrke en un point a E M, la 
dktermination d’un champ gradient Xb associk 2 la forme diffkrentielle b 
rksulte de la rksolution de I’Cquation 
q(z)x(x) = b(z) 
oti q dksigne l’opkra&ur de q et b le champ d’ClCments dCfini en 
chaque :c E U par (b(:c).u) = b(z)(v), TJ E T,.U. Cette Cquation 
admet une solution sur l’ouvert Co(q) fl li et on cherche B la prolonger 
differentiablement sur U. A l’aide du lemme 3, on se ram&e au systitme 
associk B la forme quadratique fredholmienne canonique 
Ll ,,+,r ,-.. ,(s) = 7rTi2f(:r) + ,.;a-(:r) + 7rpYy:x) 
dkfinie sur une dkcomposition de I/’ = U1 x Uz x V oti [il. iIJ2 sont 
respectivement des ouverts des espaces hilbertiens ~91, E2 et V un ouvert 
de R” contenant son origine muni de coordonnkes 2 = (21. . z,, ) avec 
TL 2 s(s + 1)/Z oti s est la dimension du noyau de q en n. L’orthogonalitC 
de la dkomposition de U conduit B trois sous-systkmes exprimks B partir 
des champs d’opkrateurs des formes Q +, Q2-, Q”, parmi lesquels les deux 
premiers ne prksentent aucun problkme puisque les opkrateurs associCs sont 
des isomorphismes. On vkrifie directement la r&solubilitC du troisikme dans 
le cas particulier s = 1, c’est-h-dire (I E C,(q) n U, et on en dCduit la 
rkolubilitk de I’Cquation initialement considCrCe au voisinage de tout point 
de Cl(q) n U. Lorsqu’on se place en un point quelconque a E C(q) f? U 
oti la dimension du noyau de q est s, le systeme associk au champ 
d’opkrateurs de Q,,+ .,,-.. L1 se dkcompose, de m&me, SI trois sous-systkmes 
parmi lesquels le troisikme correspondant B sa partie singulike contient 
s Cquations et il s’kcrit 
O~II ‘q,?(z) dksigne la coma&ice de q,5(z). Chaque composante du second 
membre s’annule done sur Cl (q) n TJ et par densitk sur C(q) n U et, d’aprks 
le thkorkme 4, elle est diff&entiablement divisible par le coefficient du 
premier membre qui, aprks projection sur R”, s’kcrit comme un polyn8me 
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quadratique-affine exprime dans une carte appropriee. On obtient ainsi la 
solution locale de l’equation initiale au voisinage de tout point de C(q) et 
par une partition de l’unite sa solution globale sur M. V 
3. Structures induites sur les sous-variCt& gCnCriques dans une vari&C 
hilbertienne pseudo-riemannienne 
3.1. Soient (IV, Q) une variete hilbertienne pseudo-riemannienne, M une 
variCte hilbertienne et P (111, IV) l’espace des applications differentiables 
de M dans W muni de la topologie Cl-fine. Notons !j3(M, W) l’ouvert 
des plongements de M dans W et nous identifions M a son image dans W 
munie de la forme quadratique q induite sur M. Nous nous placons dans 
l’hypothese ou M est de codimension finie dans W et nous constatons que 
la structure induite est pseudo-riemannienne fredholmienne. 
La stratification du fibre 6(M) est relevee en une stratification finie 
localement triviale du fibre a1 (M, TV) des l-jets d’eltments de I’espace 
3(M, IV) des immersions de M dans IV, via le morphisme submersif entre 
J1(M, IV) et G(M) defini par !J?(z,jbh* ) = (z, hQ(z)), h E J(M, W), 
2 E M. Un plongement de M est dit transverse dans (IV, Q) lorsque son 
1 -jet est transverse a la stratification du fibre a1 (M, IV). On en deduit 
qu’un plongement de M est transverse dans (IV, GJ) si et seulement si 
la section quadratique fredholmienne induite sur M est transverse B la 
stratification du fibre e(M). 
THI?ORI?ME 6. - L’ensemble des plongements transverses d’une varie’te’ 
hilbertienne M dont 1 ‘image est de codimension jinie dans la varie’te’ 
hilbertienne pseudo-riemannienne (W, &) est ouvert dense dans l’espace 
des plongements de M dans W. 
Preuve. - L’image des plongements de la variete M &ant de 
codimension finie dans W, la stratification induite sur le fibre 3l(M, W) 
par contre-image de la stratification du fibre B(M) n’a qu’un nombre fini 
de strates. En suivant la methode de demonstration du theoreme 2, on en 
deduit que l’ensemble des sections qui rencontrent transversalement ces 
strates est ouvert dense dans l’espace des sections de a1 (M, W). 0 
3.2. Nous appelons sous-variete ge’ne’rique dans une variete hilbertienne 
pseudo-riemannienne ( W, Q), toute sous-variete connexe paracompacte M 
dont le plongement canonique i : M -+ W est transverse dans (W, Q). 
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Dans le cas de codimension finie, la forme induite q = 1:* & d&nit une 
structure pseudo-riemannienne fredholmienne sur A4 posskdant un lieu de 
dCgCnCrescence stratifit 
C(q) = {x E A4/dimKer,rq # 0). 
Les formes diffkrentielles qui posskdent un champ gradient dCfini partout 
sur A.4 sont d&erminCes par le thCo&me 5. Nous allons prouver que, 
comme en dimension finie cf. [Pn, Pl], ces formes sont exactement celles 
qui peuvent s’ktendre diffkrentiablement sur la variCt6 ambiante (IV? Q) en 
des formes diffkrentielles dont le champ gradient est tangent g 174. 
THBORBME 7. - Si M est une sous-varikte’ gknne’rique de codimension$nie 
duns une varie’te’ hilbertienne pseudo-riemannienne (W. Q) alors, toute 
forme diffkrentielle sur icf qui annule le noyau de la structure induite en 
chaque point de sa premikre strate singuliBre se prolonge diffkrentiablement 
en une forme diffe’rentielle sur W dont le champ gradient est tangent ~2 M 
et rkciproquement. 
Preuve. - Soient 91, ~2. . , ZJ,, des fonctions sur un voisinage ouvert I/’ 
dans W d’un point (L. E M dont les diffkrentielles en chaque point sont 
linkairement indkpendantes et les kquations TJ; = 0. i = 1.. . . : 71, dkfinissent 
l’ouvert Ii = V n M. La restriction du fibrt TW h U se dkcompose en 
Tilt 3 ,V oh N est le sous-fibrC supplkmentaire de TU dans TWiu 
associk aux restrictions des champs 8/i;):yl. . ..! i3/$/,, ?I U. Les restrictions 
K1.. . . ? K,, des champs duaux aux formes $gl 1~. . . . @,, 1~ relativement 21 
la forme quadratique definissent le sous-fibrk TU’ dont chaque fibre T,.W’ 
est l’orthocompl6ment de TrllJ dans I’espace quadratique (T,. W, Q(x)). 
:I: E Ii. L’espace Ker.,,q oh q dksigne la forme induite par & sur M, 
coi’ncide avec l’intersection des espaces T,.U et T,.CJ’ qui donne le noyau 
de la projection II(z) : T,CJ’ --f NTr parall&lement B i?,.U; l’ensemble des 
points z E U tels que tletII(:c) = 0 est exactement le lieu C(qlu). Pour 
chaque 1; = l...., n, on a la dkcomposition Kj = A,, + Nj 021 A,j et IV, 
sont respectivement des sections des fibrks TU et h/. Si b est une forme 
diffkrentielle sur M, alors l’existence d’une extenson diffk-entiable sur V: 
B = b + 2 eidyi. & E CX(U) 
,=I 
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dont le champ gradient est tangent M, tquivaut B l’existence d’une carte 
dans laquelle le systkme d’equations : 
2 Tij(Z)Qj(Z) = -b(aj)(z), j = 1,. . . , n 
i=l 
admet une solution diffkrentiable e = (~1, . . . , ell) oh T;~ = dyi(Yj) = 
!J(Y,‘, Yj) sont les ClCments de la matrice II(z) et b le champ d’t%ments 
dCfini en chaque z E U par (b(z),v) = b(z)(w), ‘u E T’,U, cf. [Pn]. 
Aprks multiplication des deux membres par la co-matrice de IT(z), ce 
systkme s’krit : 
detII(z)@(z) = ‘II(z)b(z). 
La forme induite q &ant transverse B la stratification du fib& CT(M), 
l’hypothkse permet d’assurer, comme dans le thCor&me 5, la rCsolution de 
ce systkme sur Cl(qIU). Le second membre s’annule done sur Cl(qlu) et 
par densit sur C( qlu). Mais, d’aprks le thCor&me 4, 1’idCal engendrk par 
une fonction nulle sur C( qlu) posskde la propriCtC de division diffkrentiable 
et done le second membre est diffkrentiablement divisible par detII(z). On 
en dCduit alors la solution locale sur C(qlu) et, B l’aide d’une partition de 
l’unitk, on construit son extension globale sur la varit% ambiante W. 0 
4. Gerbe gCodCsique d’une structure pseudo-riemannienne fredhol- 
mienne 
Soit M une sous-variCtC de codimension finie dans une variCtC 
hilbertienne pseudo-riemannienne (IV, Q) et q la forme induite sur M; 
la forme induite dCfinit une structure pseudo-riemannienne fredholmienne 
(n/l, q). Le fibrk tangent TM est muni de la jiirme de Lagrange 
wq = !$w 
contre-image de la forme symplectique canonique w de T*M par le 
morphisme de dualitC quadratique 
4, : TM --+ T*M, 
cf. $2. La projection du lieu de dkgknne’rescence 
W-4 = Cwy> E TMI~q.i-,,pq # {OH 
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donne lieu de degenerescence C(q) de la structure (M, q). fitant donne 
sur TM la fonction d’energie 
Eq(21.r) = 1/2q(x)(vto.r), x E M, 
on considbre le champ X, defini, en dehors de C(w,), par l’equation 
wq(Xq, .) = -dE,. 
Lorsque C(wq) est vide, la forme wq est symplectique et la projection des 
courbes integrales de X, donne les geodesiques relativement a la structure 
pseudo-riemannienne de M; selon la terminologie habituelle, on dit qu’il 
s’agit d’une gerbe ge’odesique. 
Nous allons Ctudier les obstructions creees par l’apparition de C(q) dans 
le cas ou A4 est une sous-variete generique de (IV> Q), cf. $3, et son impact 
sur le comportement de la gerbe geodesique de la fonction d’energie E,. 
La forme quadratique induite q est alors transverse a la stratification du 
fibre G(M) et la forme de Lagrange mq associee a q est fredholmienne 
mais non transverse a la stratification du fibre banachique r\“T*(TM), 
cf. [An, Pe, Pn]. Neanmoins, elle definit une stratification finie reguliere 
localement triviale sur TM. 
PROPOSITION 8. - Soit M une sous-varitte’ genne’rique de codimensionfmie 
duns une varie’te’ hilbertienne pseudo-riemannienne (W, Q) et wq la ,forme 
de Lagrange associee a la~forme quadratique induite q. Alors : 
1” Le lieu critique C(wq) est une hypersut$ace singulitre strati&e de 
TM dont la partie lisse rst 
C,(wq) = 7r -%%(q)) 
ou 71 designe la projection canonique de TM SUY M. Precisement, pour 
chaque x E M, on a 
2’ Le lieu critique C(wq) est dejini localement sur une carte appropriee 
U de TM par les zeros de la composition d’un polynome quadratique-afJine 
avec une submersion qui engendre 1 ‘ideal des fonctions identiquement nulles 
sur C(wsU) duns l’anneau des fonctions differentiables sur U. 
TOME 123 - 1999 - No 3 
SECTIONS QUADRATIQUES FREDHOLMIENNES 171 
Preuve. - Afin de preciser le lien de la stratification de C(wq) a celle 
de C(q), on se place sur une carte locale U et on decompose l’espace 
Tc,C,!,I (TU) E E x E, (z, y) E U x E, en somme directe des espaces : 




@Ii. Ii' @Ii'.Iif > 
Oh @K.Ii E A(K)2 @I<'.Iir E A(K'), @Ii.I<j E A(K,K'), @IiJ.Ii E 
C(K’,K) avec QI</.I< = -bl<!I<, ou -A( .) designe l’espace d’operateurs 
antisymetriques. En considcrant l’isometrie canonique h, resp. /L’, de 
l’espace horizontal K, resp. vertical K’, sur E et en notant 
(v = h o q o h’-1 et /j = ho q’ o h'-1 
ou q est l’operateur de q et q’ l’operateur associe a 
u?rq(:4h):y, w) - (D,rq(.7:)(w)?/, Vl)> 
Si (:I:: w) E C(wq), il existe done (u, ‘11) E K(,..,) CD K{,l ..!, ). (u, 71) # (0. O), 
tel que 
ljj(:r;, y)u, + a(:+ = 0 r:t CY(cr)%l = 0 
et il est clair que z E C(q). Reciproquement, si :I: E C(q), il existe 
71 E &~,~a non nul et (0, II) satisfaisant les equations precedentes. il 
appartient a ICer(,,.,,,,)wq pour tout TJ E E, d’ou (x: y) E C(wq). Supposons 
maintenant (2, y) E U x E tel que dimlCer,.q = s < cc et soit 
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Si (u, u> E Ker(,,,,)q, alors 7~ E ICer.r cu et ‘u. = ur + u2 ou 
211 E Ker,q fl ICer,P et ~‘2 E L;lr.!,); aussi, w = ‘~1 + ~2 ou 
211 E Ker,rQ et v2 E K;,r.l/, et ah ~2 = (Q.L[,,.~,)-~ 0 (DJ{~~,~))uz. 
Mais, QL~~,~) &ant un isomorphisme, ~2 appartient a un espace de 
dimension au plus dimKer,,cu - dim(Ker,rq II Ker,P) et done chaque 
Clement de Icer(,,..y)wq appartient a un espace de dimension au plus 
3s - dim(Ker,,q fl Ker,,/?). Enfin, lorsque dimlCer,,q = 1, on distingue 
deux cas selon que dim(Ker,rq rl Ker.,.,8) est 0 ou 1. Dans le premier 
cas, on a u = u2 E L;!r vl et 71 = ‘~1 + vp avec ‘~1 E Ker.ra et 
v2 = (QL;.r,y)rl 0 uq:,,J~a 9 ui est nul, d’ou dimlCer(,I..Y)wg = 2. 
Dans l’autre cas, u E Ker,.p et alors ‘u E ICer,a d’ou dimKer(,,.,,)w4 = 2. 
La derniere assertion est assuree par le lemme 9 et le theoreme 4. 0 
Nous allons maintenant preciser l’expression de la forme de Lagrange 
wu associee a la forme quadratique fredholmienne canonique : 
a - nl*LZ+ + 7r;Lz- f 7rp2° n+.rr-.s 
cf. $2. Notons 
oh maintenant 7ri : Ur x U2 x U3 x El x Es x E3 --+ U; x Ei dbignent les 
projections canoniques pour i = 1,2,3 avec E3 = R” et wa+ = Jh+w, 
wa. = J’& w sont symplectiques respectivement sur Ur x El, U2 x E2 et 
wfp = J+& w est une 2-forme fermee sur U3 x R’“. Avec les identifications 
adkquates au niveau des operateurs associes, l’opkrateur de wQ s’ecrit : 
i 
0 0 0 +D+ 0 0 
0 0 0 0 +a- 0 
0 
Qt, = 0 f&o 0 
0 +DO 
-12+ 0 0 0 0 0 
0 -L2- 0 0 0 0 
0 0 -a0 0 0 0 I 
On vkifie qu’il s’agit d’un operateur fredhohnien sur E x E et son lieu 
de degenerescence projete sur R” est defini par les zeros d’un polyn8me 
homogbne quadratique-affme qui, d’apres [Pn, PI], engendre l’ideal des 
fonctions differentiables identiquement nulles sur l’ensemble de ces zeros 
dans l’anneau des fonctions differentiables sur R”. 
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LEMME 9. - Si M est une sous-varie’te’ genne’rique de codimension jinie 
dans une varie’te’ hilbertienne pseudo-riemannienne (W, Q) alors, la for-me 
de Lagrange wq associee a la forme quadratique induite a est iocalement 
reliee a la forme de Lagrange wtl associee au modele QR+,IL--,S, i.e. 
il existe une application differentiable g: U x E -+ GL(E x E) et un 
diffeomorphisme local + : U x E --+ U x E tels quepour tout (x, y) E U x E 
on a: 
f4? Yl)W&> Y/)9(X, Y) = w&G Y/>>. 
Preuve. - Sur une carte locale U centree en un point a E M, en 
se servant des identifications TU = U x E et T(X,Y)(TU) = E x E, 
(CC. y) E U x E et de l’opkrateur q de q, on a : 
q(5, Y)Vl, w, (X2, 39) = 
= (&c+)(Xl)Y,X2) - mrcl(~)(x2)Y/,w + kd~>%X2) 
- (9(x)y2,-&) = 
= (q’(x:, Y)& X2) + (s(4K X2) - (s(ci, Xl) = 
= (q’(x, Y)Xl + s(eI, X2) - (S(X>Xl> 6) 
oti q’ est l’operateur de (D,q(x)(Xl)y, XZ) - (lA.q(x)(Xz)y, Xl) d’oti 
I’operateur fredholmien 
Q&, Y>(Xl, fi) = (q’(x, Y)Xl + s(4K -+4x1). 
Le lemme 3 assure l’existence du couple (cp, 42) tel que pour tout x au 
voisinage de a on ait : 
Pour construire le couple annonce ($I, g), on d&nit @ : U x E + 
U x E par Q(z, y) = (q(z), D,cp.y) et @ : U x E + U x E 
par @‘(x’, y’) = (x’,g(cp-*(x’))&@y’) oti x’ = cp(z), y’ = cp(y), 
X’ = D,cp(X), Y’ = D,cp(Y). En posant C&,(x, y)(X, Y) = (g(x)y, X), 
(X, Y) E T(3.,1/)(U x E), on a : 
@-l*o,(x’y’)(x’, Y’) = 0,(x, y)(X, Y) = a’*oq(x’, y/)(X’, Y’) 
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d’oti a’*wu = drl*wq. 
Enfin, en posant S(z’, y’) = (D@‘(z’; ~‘))(DF1(z’; y’))-‘, on arrive au 
diffeomorphisme II, = a’ o Q, de U x E et a l’application differentiable 
g = S o @ de U x E vers GL(E x E) qui donnent la relation des germes 
relies desiree. 0 
THBOR~ME 10. - Si A4 est une sous-variete’ ge’ne’rique de codimension 
jinie duns une varie’te’ hilbertienne pseudo-riemannienne (W, Q) et q la 
forme quadratique induite alors, 1 ‘image du morphisme symplectique dt!jini 
par la forme de Lagrange wq entre les jbres tangent et cotangent de TM 
est constituee des sections de T* (TM) dont l’annulateur contient le noyau 
de ti4 en chaque point de &(wq). 
Preuve. - La procedure est analogue a celle utilisee pour la 
demonstration du theoreme 5. &ant donnee une section b de T*(TM) 
verifiant I’hypothese du theoreme, on cherche a prolonger la section duale 
lrlb de T(TM) partout sur TM en resolvant, d’abord localement, l’equation 
i2&:. y)X,(.x:, y) = b (II., 1~) 
ou 12, designe l’operateur de wq et b le champ d’elements associe h 6. Le 
lemme 9 ramene le probleme a l’etude de l’equation associee a l’operateur 
de la forme canonique tiD afin d’obtenir une solution sur C2(wq) et d’en 
deduire que l’hypothese du theoreme est satisfaite partout sur X(wq). La 
meme procedure appliquee autour d’un point quelconque de C(wq) conduit 
a la determination d’une solution formelle unique dont la differentiabilite 
est assuree par la propriete de division de la proposition; par une partition 
de I’unite on construit la solution globale sur TM et la section differentiable 
de T(TM) duale de la section consider& de T*(TM). V 
COROLLAIRE 1 I. - Si M est une sous-variete generique de codimension 
jinie duns une varie’tl hilbertienne pseudo-riemannienne (W, Q) alors, 
la gerbe ge’odesique de la .rtructure induite sur M n’admet pas de 
prolongement diferentiable en tout point du lieu de degeYnt+escence. 
Preuve. - Si q est la forme quadratique induite sur M, d’apres le 
theoreme 10, il suffit de verifier que le noyau de la differentielle de la 
fonction d’energie I, n’annule pas la forme de Lagrange w4 aux points de 
&(wq) ou bien, d’apres le lemme 9, il suffit de tester cette condition sur 
la forme canonique wQ pour 1). = 2 qui est un exercice trivial. V 
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Remarque. - En fait, le calcul sur le modele wn conduit a la 
determination d’un sous-ensemble de points de &(wq) sur lesquels le 
critere du theoreme 10 est satisfait et cette partie constitue la front&e 
jusqu’a laquelle la gerbe geodesique est prolongeable. Dans le paragraphe 
suivant on explicitera ce phenomene. 
5. Connexion singulike associke A une structure pseudo-riemannienne 
fredholmienne 
Soit i%f une sous-variete generique de codimension finie dans une variete 
hilbertienne pseudo-riemannienne ( W, Q) et q la forme quadratique induite 
sur AI. Sur le complementaire Ca( q) du lieu de degenerescence C(q) est 
defini une unique connexion a torsion nulle associee a q, la connexion de 
Levi-Civita V, donde, pour tous champ de vecteurs X. Y. 2 sur l’ouvert 
Co(q), par la relation : 
Mais, en general, comme en dimension finie cf. [Pe], cette connexion ne 
se prolonge pas sur C(q). 
PROPOSITION 12. - Soit M est une sous-varie’te generique de codimension 
jinie darts une variete hilbertienne pseudo-riemannienne (W, Q) et q la 
forme quadratique induite sur M. Si le noyau de q est transverse a l’espace 
tangent de la premiere strate singulitre Cl (4) en chaque point d’un ouvert 
&o(q) contenu dans Cl(q) alors, pour tout champ de vecteurs X non nul 
sur Clo( q) et tangent au noyau de q, le champ de vecteurs V*yX qui est 
dejini sur Co(q) n’admet aucun prolongement differentiable sur C(q). 
Preuve. - On se place sur un voisinage ouvert U d’un point n E Cro( q) 
et on considere un champ de vecteurs X sur U non nul et tangent au 
champ de noyaux Ker,Tq, z E U n Cm(q). Quitte a restreindre U, on peut 
supposer U n C(q) = U n Cro( q) et, dans ce cas, X est gCnCrateur de 
ICer,. q; la transversalite de q implique que la fonction g(z) = q (x)(X, X) 
est reguliere et g(z) = 0 est une equation locale de &o(q) sur U. Sur 
un voisinage de a, I’espace Ker,q Ctant transverse a l’espace tangent 
de Cl(q), on a X{q(X,X)} # 0. Par ailleurs, si on suppose que 
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VsX se prolonge differentiablement sur Cr”(q), alors en ces points on 
a q(VsX,X) = 0; mais, d’autre part, X{q(X,X)} = q(VsX,X) = 0 
d’oti une contradiction. 0 
Nous dirons par la suite que le plongement de A4 dans (W, Q) 
est fortement g&zne’rique lorsque, outre de la transversalite de la forme 
quadratique q induite sur AI a la stratification du fibre e(lM), son noyau 
est transverse a I’espace tangent de la premiere strate singuliere Cl(q) 
sur un ensemble Cm(q) ouvert dense dans Cl (q). Notons que I’ensemble 
des plongements fortement generiques de M dans (W Q) est aussi ouvert 
dense dans l’espace des plongements de M dans W. 
Notons X(M) et A1 (AT) respectivement le module des champs de 
vecteurs et le module des I-formes differentielles sur M et, comme en 
dimension finie dans [Ko] et [Pe], definissons la connexion duale de 
Levi-Civita comme l’application 9 : x(&f) x x(M) --t Al(M) telle que 
23>~Y(Z) = X{q(Y,Z)} + Y{q(X. 2)) - qq(xy)) + q([X. Yl, 2) 
-q([X. 21. Y) - q([Y 21.X). 
En general, pour tout champ de vecteurs X non nul tangent au champ 
de noyau Ker.rq, la forme differentielle 9>vX n’appartient pas a l’image 
du morphisme quadratique !&, : TM + T*M defini par q sur M, cf. 
theoreme 5, $2.2. Mais, sur Co(q), pour tous champ de vecteurs X et 
Y, l’image reciproque de 9’sY par U, definit la connexion de LCvi- 
Civita V de q. Dans le cas des plongements fortement generiques de M 
dans (W> Q), nous allons donner des conditions geometriques pour que 
I’operateur V se prolonge a l’espace des champs de vecteurs tangents a 
WI). 
Nous dirons que le lieu de degenerescence C(q) de la structure pseudo- 
riemannienne fredholmienne (M, q) est autoparullf?le si la propriete 
suivante est satisfaite : “Pour chaque n E Clo( q), si K est un chump 
de vecteur local non nul qui engendre le noyuu de q sur Cl”(q), dot-s la 
de’rive’e de Lie Ll<q(X. Y) est nulle sur &o(q) pour tous X et Y &ments 
de 1 ‘ensemble X,(M) d es chumps de vecteurs qui sont tangents ULLX strutes 
de C(q).” 
On peut facilement verifier que cette propriete ne depend pas du choix 
du champ de vecteurs K. En se basant sur les theoremes 5, cf. $2.2, et 7, 
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cf. $3.2, et l’etude en dimension finie effect&e dans [Pe], nous arrivons 
a la conclusion suivante. 
THI~OREME 13. - Soit M est une sous-varitte’ fortement generique 
de codimension jinie dans une varie’te’ hilbertienne pseudo-riemannienne 
(W, Q) et V la connexion de Levi-Civita dejinie sur C,(q) par la forme 
quadratique q induite sur M. Alors, V se prolonge en une application 
0 : X,(M) x X,(M) -+ X,(M) 
si et seulement si le lieu C(q) est autoparallele. Dans ce cas, la me’trique 
pseudo-riemannienn~ qs induite par q sur chaque strate C,s (q), s E N, est 
saris singularites et v induit sur chaque strate la connexion de Levi-Civita 
de qs. 
Lorsque le lieu C(q) de la structure (M? q) est vide, il est bien connu 
qu’une courbe y : [cy, a] -+ M est une geodesique si et seulement si 
Vi? = 0 oti v est la connexion de Levi-Civita de q sur M. D’autre 
part, la courbe y : [u, @] -+ M est une geodesique si et seulement si 
(y , ‘;i) : [ox, p] -+ TM est une courbe integrale de la gerbe geodesique 
associee a q, cf. [La]. Le theoreme suivant fournit une explication 
geometrique au corollaire 11, cf. $4. Avant d’enoncer ce resultat on 
introduit quelques notations. 
Si a E C,(q), s E N, on definit l’ensemble t!5(, des vecteurs u E T,, M 
tels que pour tout 11 E Icw,, q on ait ii)$T4(~) = 0 ou M est une extension 
locale de IL; on verifie facilement que cette definition ne depend pas de 
l’extension choisie de U. Nous appelons geodbique de (M. q) toute courbe 
y : [a: p] + M telle que 92, + = 0; pour definir 9:) + relativement a une 
courbe de classe C”, il suffit de choisir une extension locale i, par un 
champ de vecteurs X et de verifier que la valeur de ~-TX le long de y ne 
depend pas de cette extension. 11 est clair que si la courbe y est contenue 
dans Co(q) alors, c’est une geodesique au sens precedent generali& si et 
seulement si c’est une geodesique au sens classique. 
THGORBME 14. - Soit M une sous-varie’te generique de codimension jinie 
dans une varie’te’ hilbertienne pseudo-riemannienne (W, Q) et q la forme 
quadratique induite sur M. 
lo L’ensemble 8,, 02 a E C,+(q), s E N, est une partie fermee de 
T, M dejmie par un nombre jini d’equations, invariant par homothetie et 
ne contenant pas le noyau ICer, q lorsque ICer, q n T, C,$ (q) = (0). 
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2’ Lorsqu ‘il existe une geodesique y :] - Q, +a[--+ M de classe C”, 
k > 0, tellequey(]-a7+o[)fE(q)soitreduithunpointa = y(O) E C,(q) 
alors ‘;/(O) E 6,; en particulier, T, M - 6, est un ouvert dense de vecteurs 
par lesquels ne passe aucune geodesique. 
3’ Si a E Cl(q) et ‘u E ICer,q, il existe localement une courbe 
y :] - (L, +a[-+ M de classe C” telle que $0) = u et, a une 
reparametrisation pres, les courbes y(] - o., 0[) et $10, +a[) sont des 
geodesiques. 
4’ Si le plongement de M est fortement generique et C(q) est 
autoparallele alors, pour tout a E &(q), 6, contient TctC, (q) et pour 
tout ‘U E T&(q) ‘1 t existe une unique geodesique locale tangente a u en 
a contenue dans J&(q), s E N. 
Preuve. - Soient Xl!. . . ,X,, des champs de vecteurs locaux formant 
une base du noyau de q en chaque point de &(q), s E N. Si a E C,,(q), la 
transversalite de q implique l’independance des q (Xi, Xj), 1 5 % 5 j 2 s, 
sur un voisinage de a et les equations q (X, , Xj ) = 0 definissent localement 
C,%(q). On verifie que les applications (u,u) -+ gI,w(X,), i = 1: . ..) s est 
bilintaire symetrique et comme U{ q(X;, Xj)} = 2Q,,Xi(Xj) et que les 
fonctions q(X;,Xj) sont regulieres, les equations ~,,u(X,) = 0 qui 
definissent 8, ne sont pas identiquement nulles. De plus, si ICer,q 
est transverse a C,.+(q) alors Xj{q(X;! Xj)} = 29,~,X;(X,j) # 0. 
a,g = 1, . ..> s et done BJ, ne contient pas Ker,q. Sous l’hypothese 
de (2), on a 9qj(~) = 0 pour tout II E ToC,s(q) done en particulier pour 
‘U E ICer,q. Pour l’affirmation (3), si c = 0 est une equation locale de 
Cl (q), on considere la forme differentielle ~*cd&~ definie localement sur 
TM ou T designe la projection canonique de TM sur M. D’apres le 
theoreme 10, cf. $4, le champ X,. associe a cette forme via la forme de 
Legendre m4 est bien dehni et la projection sur M de sa courbe integrale 
qui passe par (a, U) E TM satisfait aux proprietes annoncees. Enfin, la 
verification de l’affirmation (4) ne presente pas de difficult&. 0 
COROLLAIRE 1.5. - Soit M est une sous-variete fortement generique 
de codimension Jinie dans une variete hilbertienne pseudo-riemannienne 
(W? Q) et q la forme quadratique induite sur M done le lieu de 
degenerescence C(q) est autoparallele. Alors, par tout point de chaque 
strate Cl(q), s E N, les geodesiques contenues dans Co(q) arrivent 
“tangentiellement” a Cl (q) et les autres sont contenues dans cette strate. 
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La description gComCtrique du << faisceau D de gkodksiques issues des 
points du lieu de dCgCnCrescence C(q) d’une structure pseudoriemannienne 
hilbertienne singulikre (44, q), sera l’objet d’un travail ultkrieur, cf. 
[Pe, Pn]. 
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